
DS n°8 : Polynômes, fractions rationnelles,

équivalents � Corrigé

Noté sur 120 pts ±5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/85

(85 points su�sent pour avoir 20).

Exercice 1 : Fractions rationnelles

1) Décomposer en éléments simples
X3

(X + 1)(X2 − 2X − 3)
dans R[X].

/6
(Il faut une étape 1 ici)

Le dénominateur se réécrit (X +1)(X2− 2X − 3) = X3−X2− 5X − 3. Alors
la division euclidienne du numérateur par le dénominateur donne :

X3 = 1×
(
X3 −X2 − 5X − 3

)
+X2 + 5X + 3

et donc

X3

(X + 1)(X2 − 2X − 3)
= 1 +

X2 + 5X + 3

(X + 1)(X2 − 2X − 3)

Le dénominateur se factorise en

(X + 1)(X2 − 2X − 3) = (X + 1)2(X − 3)

En�n, on décompose la fraction de degré strictement négatif :

X2 + 5X + 3

(X + 1)2(X − 3)
=

−11
16

X + 1
+

1
4

(X + 1)2
+

27
16

X − 3

Ainsi, la DES recherchée est

X3

(X + 1)(X2 − 2X − 3)
= 1 +

−11
16

X + 1
+

1
4

(X + 1)2
+

27
16

X − 3

2) Décomposer en éléments simples
X3 +X + 1

X4 + 2X2 + 1
dans R[X].

/6

1

(Pas d'étape 1 ici).

Le dénominateur se factorise ainsi : X4+2X2+1 = (X2+1)2. Or, on remarque
que (par une division euclidienne par exemple) :

X3 +X + 1 = X(X2 + 1) + 1

et donc

X3 +X + 1

X4 + 2X2 + 1
=

X(X2 + 1) + 1

(X2 + 1)2
=

X

X2 + 1
+

1

(X2 + 1)2

Il s'agit bien de la DES recherchée.

3) Pour tout n ∈ N, on pose Sn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
. Déterminer la limite de la

suite (Sn).
/8

Un calcul de DES donne :
1

X(X + 1)(X + 2)
=

1
2

X
+

−1

X + 1
+

1
2

X + 2
. Alors

on a

Sn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)

=

n∑
k=1

( 1
2

k
+

−1

k + 1
+

1
2

k + 2

)
=
1

2

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k + 1
+

1

2

n∑
k=1

1

k + 2

=
1

2

n∑
k=1

1

k
−

n+1∑
k=2

1

k
+

1

2

n+2∑
k=3

1

k

=
1

2

(
1 +

1

2
+

n∑
k=3

1

k

)
−

(
1

2
+

n∑
k=3

1

k
+

1

n+ 1

)

+
1

2

(
n∑

k=3

1

k
+

1

n+ 1
+

1

n+ 2

)
=
1

2
+

1

4
− 1

2
− 1

n+ 1
+

1

2(n+ 1)
+

1

2(n+ 2)

−−−−→
n→+∞

1

4

2



Exercice 2 : Analyse asymptotique

1) Déterminer la limite de la suite xn = n ln

√
n+ 1

n− 1
.

/4,5
On a

xn =
n

2
ln

(
n+ 1

n− 1

)
=

n

2
ln

(
1 +

2

n− 1

)
Or, comme

2

n− 1
→ 0, on a

ln

(
1 +

2

n− 1

)
∼ 2

n− 1

si bien que

xn ∼ n

2
· 2

n− 1
=

n

n− 1
∼ 1

Ainsi, xn → 1

2) Déterminer un équivalent simple de un = n
1
n − 1.

/4,5
On a

un = e
1
n lnn − 1

Or,
1

n
lnn → 0 par croissances comparées, et donc (par composition à droite)

e
1
n lnn − 1 ∼ 1

n
lnn

3) Déterminer un équivalent simple de vn = tan

(
π

3
+

1

n

)
.

/4
On remarque que

vn → tan
(π
3

)
=

√
3

et donc (comme
√
3 ̸= 0), on a vn ∼

√
3

4) Soit r ∈ N. Déterminer un équivalent simple de wn =

(
n+ r

r

)
.

/5

3

On a

wn =

(
n+ r

r

)
=

(n+ r)!

r!n!
=

(n+ r)(n+ r − 1) · · · (n+ 1)

r!

Or, r étant �xé, pour tout q ∈ J1, rK, on a

n+ q ∼ n

et donc par produit,

(n+ r)(n+ r − 1) · · · (n+ 1)

r!
∼ nr

r!

Problème : Polynômes divisibles par leur dérivée sec-

onde

Le but du problème est d'étudier les polynômes de C[X] divisibles par leur polynôme
dérivée seconde. Les polynômes sont donc pris dans C[X].

Partie A : Étude de cas particuliers

1) Quels sont les polynômes de degré 2 divisibles par leur polynôme dérivée seconde
?

/3
Soit P = aX2 + bX + c avec a ̸= 0 un polynôme de degré 2. Alors P ′′ = 2a.
Ainsi,

P = P ′′ ×
(
X2

2
+

b

2a
X +

c

2a

)
et donc P ′′ | P . Finalement, tout polynôme de degré 2 est divisible par son
polynôme dérivée seconde.

2) Montrer qu'un polynôme P de degré 3 est divisible par son polynôme dérivée
seconde si et seulement si il existe (a, b, c) ∈ C3, avec a ̸= 0, tels que : P =
a(X − c)3 + b(X − c).

/11

� Montrons le sens réciproque : si P = a(X−c)3+b(X−c) avec a ̸= 0, alors

P ′′ = 6a(X − c). On remarque alors que P = P ′′ ×
(
6(X − c)2 +

b

6a

)
,

4



donc P ′′ | P .

� Montrons le sens direct : soit P de degré 3 tel que P ′′ | P . Comme
degP ′′ = degP − 2 = 1, on sait que P ′′ se réécrit sous la forme factorisée
:

P ′′ = α(X − c) avec α ∈ C∗ et c ∈ C

En intégrant deux fois, on trouve :

P ′ =
α

2
(X − c)2 + β avec β ∈ C

et en�n
P =

α

6
(X − c)3 + βX + γ avec γ ∈ C

Or, on peut écrire βX + γ = β(X − c) + cβ + γ. En posant δ := cβ + γ,
on a donc

P =
α

6
(X − c)3 + β(X − c) + δ

Or, comme P ′′ | P , on sait que X − c | P , ou encore que P (c) = 0. On en
déduit que δ = 0. On a donc

P = a(X − c)3 + b(X − c) avec a :=
α

6
̸= 0 et b := β

D'où le résultat voulu.

3) Soit P un polynôme de degré n (n > 2) divisible par son polynôme dérivée
seconde. Il existe donc Q ∈ C[X] tel que P = QP ′′.

a) Quel est le degré de Q ? Quel est son coe�cient dominant ?
/4,5

On a

degP = deg(QP ′′)

= degQ+ degP ′′

= degQ+ degP − 2 (car degP ≥ 2)

Ainsi, degQ = 2 .

On pose λ le coe�cient dominant de Q. Le terme dominant de P est de
la forme aXn avec a ∈ C∗. On en déduit que le terme dominant de P ′′

est de la forme an(n−1)Xn−2. Ainsi, comme P = QP ′′, on a par produit
des coe�cients dominants,

a = an(n− 1)λ

5

et donc, comme a ̸= 0, on a λ =
1

n(n− 1)

b) On suppose ici que Q admet une racine double, notée c. c est alors racine
de P . Soit r son ordre de multiplicité dans P .
En écrivant P = (X − c)rR, avec R(c) ̸= 0, puis en calculant P ′′, montrer
que r = n. Quelle est alors la forme du polynôme P ?

/10
On peut donc poser P = (X − c)rR avec R(c) ̸= 0. Alors

P ′ = r(X − c)r−1R + (X − c)rR′

et donc

P ′′ = r(r − 1)(X − c)r−2R + 2r(X − c)r−1R′ + (X − c)rR′′

De plus, comme degQ = 2 et que Q admet c comme racine double, on a

Q = λ(X − c)2 avec λ =
1

n(n− 1)
par la question précédente. Ainsi

QP ′′ = λr(r − 1)(X − c)rR + 2λr(X − c)r+1R′ + λ(X − c)r+2R′′

= P = (X − c)rR

En divisant par (X − c)r, on obtient

λr(r − 1)R + 2λr(X − c)R′ + λ(X − c)2R′′ = R

En évaluant en c, on a

λr(r − 1)R(c) = R(c)

et comme R(c) ̸= 0, on en déduit que λr(r − 1) = 1. Ainsi

r(r − 1) =
1

λ
= n(n− 1)

Comme n > 2, on a en particulier r(r − 1) ̸= 0 et donc r ≥ 2. Or,
la fonction f : x 7→ x(x − 1) est continue et strictement croissante
sur [2,+∞[, donc est injective. Ainsi comme on a f(r) = f(n) avec
r, n ∈ [2,+∞[, on en déduit que r = n .

Ainsi, P = (X − c)nR avec degP = n. On en déduit que degR = 0,
donc que R est constant non nul. En posant R = µ ∈ C∗, on en déduit
que P s'écrit sous la forme

P = µ(X − c)n avec µ ∈ C∗ et c ∈ C

6



PARTIE B : Résolution d'un problème simpli�é

Soit n ≥ 2 un entier. On dira que P ∈ C[X] est solution du problème (P ′
n) s'il

véri�e les trois conditions :
(i) degP = n

(ii) P est unitaire

(iii) P =
1

n(n− 1)
(X2 − 1)P ′′

Dans toute cette partie, Pn désigne un polynôme solution du problème (P ′
n) (on

supposera provisoirement qu'un tel polynôme existe).

4) À partir de la relation (iii), et en utilisant la formule de Leibniz, démontrer, pour
tout entier k ∈ N, la relation :

(X2 − 1)P (k+2)
n + 2kXP (k+1)

n = (n(n− 1)− k(k − 1))P (k)
n

/6
Par (iii), on a

P (k)
n =

1

n(n− 1)

(
(X2 − 1)P ′′

n

)(k)
=

1

n(n− 1)

k∑
p=0

(
k

p

)
(X2 − 1)(p)(P ′′

n )
(k−p)

Or, pour tout p ∈ N, on a

(X2 − 1)(p) =


X2 − 1 si p = 0

2X si p = 1

2 si p = 2

0 si p ≥ 3

� Si k ≥ 2, alors on peut écrire

P (k)
n =

1

n(n− 1)

2∑
p=0

(
k

p

)
(X2 − 1)(p)(P ′′

n )
(k−p) + 0

=
1

n(n− 1)

(
(X2 − 1)P (k+2)

n + 2kXP (k+1)
n +

k(k − 1)

2
2P (k)

n

)
(∗)

et donc on a bien

n(n− 1)P (k)
n − k(k − 1)P (k)

n = (X2 − 1)P (k+2)
n + 2kXP (k+1)

n

7

� Si k = 1, on constate que

P (1)
n =

1

n(n− 1)

(
(X2 − 1)P ′′

n

)(1)
= (X2 − 1)P (2)

n + 2XP (1)
n

et donc la formule (∗) obtenue ci-dessus reste valide si k = 1.

� Si k = 0, on constate que la formule (∗) est encore vraie. On en déduit de
même la relation demandée.

5) Pour tout k ∈ N (y compris k = 0), on pose Rk = (X2 − 1)k−1P (k)
n , et, pour

k ̸= n, on pose ak =
1

n(n− 1)− k(k − 1)
.

Déduire de la question précédente l'égalité Rk = akR
′
k+1 ./3,5

On a
Rk+1 = (X2 − 1)kP (k+1)

n

et donc pour tout k ∈ N

R′
k+1 = 2kX(X2 − 1)k−1P (k+1)

n + (X2 − 1)kP (k+2)
n

(cette formule reste vraie pour k = 0 puisque k(X2 − 1)k−1 =
0

X2 − 1
= 0).

Ainsi, pour k ̸= n,

akR
′
k+1 =

(X2 − 1)k−1

n(n− 1)− k(k − 1)

(
2kXP (k+1)

n + (X2 − 1)P (k+2)
n

)
= (X2 − 1)k−1P (k)

n par la question précédente

= Rk

6) a) En déduire : R0 = a0a1 · · · an−1R
(n)
n .

/4
Par la question précédente, on a Rk = akR

′
k+1 et donc R

(k)
k = akR

(k+1)
k+1 .

Ainsi, par récurrence immédiate,

R0 = R
(0)
0 = a0R

(1)
1 = a0a1R

(2)
2 = · · · = a0a1 · · · an−1R

(n)
n

b) En déduire Pn =
(n− 2)!

(2n− 2)!
(X2 − 1)

(
(X2 − 1)n−1

)(n)
.

8



On pourra remarquer que n(n− 1)− k(k − 1) = (n− k)(n+ k − 1)).
/6

On remarque d'une part que

R0 = (X2 − 1)−1P (0)
n =

Pn

X2 − 1

et d'autre part que
Rn = (X2 − 1)n−1P (n)

n

Or, comme degPn = n et que Pn est unitaire, par conséquent le terme dominant
de Pn est Xn, et donc celui de P (n)

n est n!X0 = n!. Ainsi, P (n)
n = n!. On en

déduit par la question précédente que

Pn

X2 − 1
= a0a1 · · · an−1

(
(X2 − 1)n−1n!

)(n)
D'où

Pn = a0a1 · · · an−1n!× (X2 − 1)
(
(X2 − 1)n−1n!

)(n)
Pour conclure, il su�t de montrer que

a0a1 · · · an−1n! =
(n− 2)!

(2n− 2)!

Or, pour tout k ̸= n, on a

ak =
1

n(n− 1)− k(k − 1)
=

1

(n− k)(n+ k − 1)

Ainsi

n−1∏
k=0

ak =

n−1∏
k=0

1

(n− k)(n+ k − 1)

=

(
n−1∏
k=0

1

n− k

)(
n−1∏
k=0

1

n+ k − 1

)

=

(
n∏

j=1

1

j

)(
2n−2∏
ℓ=n−1

1

ℓ

)

=
1

n!

(
2n−2∏
ℓ=1

1

ℓ

)(
n−2∏
ℓ=1

ℓ

)
=

1

n!
× 1

(2n− 2)!
(n− 2)!

9

D'où

a0a1 · · · an−1n! =
(n− 2)!

(2n− 2)!

et donc

Pn =
(n− 2)!

(2n− 2)!
(X2 − 1)

(
(X2 − 1)n−1n!

)(n)

On peut montrer après beaucoup de calculs que Pn est e�ectivement solution de
(P ′

n). On pourra utiliser ce résultat sans le démontrer dans la partie suivante.

PARTIE C : Résolution du cas général

Soit n ≥ 2 un entier. On dira que P ∈ C[X] est solution du problème (Pn) s'il
véri�e les trois conditions :

(i) il existe Q ∈ C[X] tel que P = QP ′′

(ii) Q possède deux racines distinctes

(iii) degP = n

7) a) Si P est solution du problème (Pn), et si Q désigne le polynôme dé�ni par
(i), montrer qu'il existe deux nombres complexes a et b, avec a ̸= 0, tels que

: Q(aX + b) =
a2

n(n− 1)
(X2 − 1).

/7
Comme Q possède deux racines distinctes, il existe p, q ∈ C avec p ̸= q tels
que

Q = λ(X − p)(X − q)

avec λ =
1

n(n− 1)
le coe�cient dominant de Q par la question a) . Alors,

pour tous a ∈ C∗ et b ∈ C, on a

Q(aX + b) = λ(aX + b− p)(aX + b− q)

= a2λ

(
X +

b− p

a

)(
X +

b− q

a

)
Pour avoir la forme demandée, il faut choisir a, b pour que 1 et −1 soit racines
de Q(aX + b). On peut donc par exemple résoudre

b− p

a
= −1

b− q

a
= 1

{
b− p = −a

b− q = a

{
a+ b = p

a− b = −q


a =

p− q

2

b =
p+ q

2

10



et on a bien a ̸= 0 car p ̸= q. Ainsi, pour les valeurs a, b ci-dessus, on a bien

Q(aX + b) = a2λ (X − 1) (X + 1) =
a2

n(n− 1)

(
X2 − 1

)

b) Montrer que, alors, le polynôme R = P (aX + b) véri�e la relation : R =
1

n(n− 1)
(X2 − 1)R′′.

/4

On remarque que R = P (aX + b) véri�e R′′ = a2P ′′(aX + b). De plus,

R = P (aX + b)

= Q(aX + b)P ′′(aX + b)

=
a2

n(n− 1)

(
X2 − 1

) 1

a2
R′′

=
1

n(n− 1)
(X2 − 1)R′′

8) Résoudre complètement le problème (Pn) à partir de la solution du problème
(P ′

n) trouvée à la question 6).
/14

On raisonne par analyse-synthèse.

Analyse. Soit P une solution de (Pn). Alors par la question 7, le polynôme
R = P (aX + b) véri�e

� degR = degP = n

� R =
1

n(n− 1)
(X2 − 1)R′′

Cependant, ce polynôme R n'est pas nécessairement unitaire donc n'est pas a
priori solution de (P ′

n). Cela étant, si on note µ ∈ C∗ son coe�cient dominant,
on remarque que

S :=
1

µan
R =

1

µan
P (aX + b)

est un polynôme unitaire qui véri�e également degS = n et

S =
1

µan

(
1

n(n− 1)
(X2 − 1)R′′

)
=

1

n(n− 1)
(X2 − 1)S ′′

11

Ainsi, S est solution de (P ′
n), donc par la question 6, on a

S = Pn =
(n− 2)!

(2n− 2)!
(X2 − 1)

(
(X2 − 1)n−1n!

)(n)
On en déduit que

P (aX + b) = µanS = µanPn(X)

En particulier, (en composant à droite par le polynôme
X − b

a
),

P

(
a

(
X − b

a

)
+ b

)
= µanPn

(
X − b

a

)
d'où

P (X) = µanPn

(
X − b

a

)

Synthèse. Réciproquement, montrons que tout polynôme P de la forme suiv-
ante est solution de (Pn) :

P (X) = µanPn

(
X − b

a

)
avec a, µ ∈ C∗ et b ∈ C

Comme degPn = n, on a bien degP = n donc (iii) est vrai. De plus, on a

P ′′(X) = µan−2P ′′
n

(
X − b

a

)
On pose

Q :=
a2

n(n− 1)

((
X − b

a

)2

− 1

)
Montrons que QP ′′ = P . On a

QP ′′

=
a2

n(n− 1)

((
X − b

a

)2

− 1

)
×
(
µan−2P ′′

n

(
X − b

a

))

=µan × 1

n(n− 1)

((
X − b

a

)2

− 1

)
P ′′
n

(
X − b

a

)

12



Or, Pn

(
X − b

a

)
=

1

n(n− 1)

((
X − b

a

)2

− 1

)
P ′′
n

(
X − b

a

)
, donc

QP ′′ = µan × Pn

(
X − b

a

)
= P

Et donc on a bien QP ′′ = P avec

Q :=
a2

n(n− 1)

((
X − b

a

)2

− 1

)

si bien que (i) est véri�é. En�n,

Q =
1

n(n− 1)

(
(X − b)2 − a2

)
=

1

n(n− 1)
(X − b− a) (X − b+ a)

d'où Q possède pour racines b+ a et b− a, qui sont bien distinctes car a ̸= 0.
Ainsi (ii) est véri�é.

Conclusion. Les solutions de (Pn) sont donc les polynômes de la forme :

P (X) = µanPn

(
X − b

a

)
avec a, µ ∈ C∗ et b ∈ C

9) Conclure : Quels sont tous les polynômes de C[X] divisibles par leur polynôme
dérivée seconde ?

/9
Faisons une disjonction de cas sur le degré :

� Si P = 0, alors P ′′ = 0 divise bien P . Ainsi 0 ∈ S.
� Si degP ∈ {0, 1}, alors P ′′ = 0 ne divise pas P qui est non nul. Pas de
solution dans ce cas.

� Si degP = 2, alors par la question 1, P ∈ S.
� On suppose degP = n > 2. Si P est solution, le quotient Q de la division
de P par P ′′ est de degré 2.

� Si Q possède une racine double, alors par la question 3.b), ce polynôme
s'écrit :

P = µ(X − c)n avec µ ∈ C∗ et c ∈ C

13

et on constate que réciproquement, tout polynôme de cette forme est
bien solution.

� Si Q possède deux racines distinctes, alors P est solution de (Pn) et
donc s'écrit

P = µanPn

(
X − b

a

)
avec a, µ ∈ C∗ et b ∈ C

On en déduit que

S = {0} ∪ {P ∈ K[X] | degP = 2}
∪ {µ(X − c)n | n ≥ 3, µ ∈ C∗, c ∈ C}

∪
{
µanPn

(
X − b

a

) ∣∣∣∣ a, µ ∈ C∗, b ∈ C, n ∈ J3,+∞J
}
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